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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklärung ςTeil 1

Definition:

ÇEine Fourier-Reiheist folgendermaßen definiert:

Anteile der Form         

Gewichte (komplexe Amplituden)

Summe (lineare Überlagerung)

Anmerkungen ςTeil 1:

ÇDas Einsetzenvon                       in die oben genannte Definition ergibt:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklärung ςTeil 2

Anmerkungen ςTeil 2:

ÇAus der Periodizitätsbeziehung ergibt sich, 

Çdass die Darstellung                                geeignet ist für     ςperiodische Signale.

ÇAllerdings kann diese Darstellung auch für Signale mit endlicher Länge     verwendet werden.

9ƛƴ ŜƴŘƭƛŎƘ ƭŀƴƎŜǎ {ƛƎƴŀƭ ƪŀƴƴ αƛƴ DŜŘŀƴƪŜƴά ¢-periodisch wiederholt werden. Dann kann          durch die o.g. 
Fourier-Reihe überall ςund damit insbesondere auch in einer Periode, die gerade die Gesamtlänge des Signals 
darstellt ςbeschrieben werden.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklärung ςTeil 3

ÇDer Summenausdruck                              ist grundsätzlich     ςperiodisch.

ÇEs gibt       viele (aber abzählbare) Spektralanteile bei den

ÇFrequenzen                                 , d.h. bei

ÇVielfachen(Harmonischen, Oberwellen) 

Çder Grundfrequenz                 mit                   , d.h. 

Çeinzelne, abzählbare(diskrete) Frequenzkomponenten.

ÇMan spricht dabei von einem Linienspektrum.

Eigenschaften von Fourier-Reihen:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten ςTeil 1

Gesucht:

ÇEs müssen nun noch die Koeffizienten      , d.h. geeignete Gewichte, bestimmt werden.

ÇDiese Gewichtskoeffizienten können durch folgenden Ansatz berechnet werden:

ÇDefinition eines Approximationsproblems,

ÇDefinition eines geeigneten Optimierungskriteriums für das Approximationsproblem,

ÇLösung des Problems.

Definition des Approximationsproblems:

ÇGegeben sei folgende endlichetrigonometrische Reihe:

5ƛŜǎŜ ǎƻƭƭ ŘƛŜ Cǳƴƪǘƛƻƴ         αƳǀƎƭƛŎƘǎǘ Ǝǳǘά ŀǇǇǊƻȄƛƳƛŜǊŜƴΦ
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten ςTeil 2

Definition einer Optimierungsfunktion für das Approximationsproblem:

ÇFür die Approximation soll folgende Kostenfunktion minimiert werden:

Hierbei wird über eine Signalperiode mit beliebigem Startwert integriert.

Lösen des Approximationsproblems ςTeil 1:

ÇMinimierung bezüglich der freien Variablen     :

Χ нƴ Ҍ м DƭŜƛŎƘǳƴƎŜƴ ȊǳǊ .ŜǎǘƛƳƳǳƴƎ ŘŜǊ нƴ Ҍ м YƻŜŦŦƛȊƛŜƴǘŜƴΦ
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten ςTeil 3

Wichtiger Zusammenhang, der demnächst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 1):

Ç Integral über eine Periode einer harmonischen Schwingung:

Hierbei sollte unterschieden werden, ob das Argument der Exponentialfunktion Null ist oder nicht:

ÇFall 1 (            ):       

ÇFall 2 (            ):

Die Exponentialfunktion kann in Real- und Imaginärteil aufgeteilt werden:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten ςTeil 4

Wichtiger Zusammenhang, der demnächst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 2):

ÇDas Integral über eine (oder mehrere) Periode(n) einer harmonischen Schwingung ist Null:

ÇZusammengefasst mit den vorherigen Überlegungen gilt daher



Å

DigitaleSignalverarbeitungund Systemtheorie| Signaleund SystemeςTeil1 | SpektraldarstellungendeterminierterSignaleςTeil1 Seite12

Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten ςTeil 5

Lösen des Approximationsproblems ςTeil 2:

ÇMinimierung bezüglich der freien Variablen      :

Allgemeine Lösung für komplexwertige Signale (ähnliche Rechnung):

Χ [ǀǎǳƴƎ ŦǸǊ ǊŜŜƭƭŜ {ƛƎƴŀƭŜ ŀƴ ŘŜǊ ¢ŀŦŜƭ ΦΦΦ

Fourier-Reihen-Koeffizienten
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 1

Fehlerbetrachtung:

ÇMit der zuvor bestimmten Wahl für die Koeffizienten      wird die endliche Reihe für jedeWahl von    eine im 
quadratischen Sinne optimale Approximation des Signals        .

ÇDer verbleibende quadratische Fehler bestimmt sich dabei gemäß:

ÇWie wir in Kürze sehen werden, kann man diese Form wie folgt vereinfachen:

ÇDa der minimale quadratische Fehler stets größer oder gleich Null sein muss (             ), folgt daraus

aŀƴ ƴŜƴƴǘ ŘƛŜǎ ŘƛŜ α.ŜǎǎŜƭ-¦ƴƎƭŜƛŎƘǳƴƎάΦ
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 2

Anmerkungen:

ÇDurch Hinzunehmen weiterer Reihenglieder (d.h. durch Vergrößern von   ) kann der Fehler      nicht zunehmen!

ÇMan kann zeigen, dass gilt:

Daraus folgt dann:

Ç5ƛŜǎŜ αYƻƴǾŜǊƎŜƴȊά ŘŜǊ CƻǳǊƛŜǊ-wŜƛƘŜ  Ǝƛƭǘ ŀƭƭŜǊŘƛƴƎǎ ƴǳǊ αŦŀǎǘ ǸōŜǊŀƭƭάΦ .Ŝƛ ¦ƴǎǘŜǘƛƎƪŜƛǘǎǎǘŜƭƭŜƴ όǎŜƭōǎǘ ōŜƛ              ύ 
gilt dies nicht. Hier verbleiben Fehler (auch für              ) in einzelnen Punkten. Dieser Effekt heißt DƛōōǎΨǎŎƘŜǎPhänomen.

ÇFür                wird aus der Bessel-Ungleichung die tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichungder Fourier-Reihe:



Å

DigitaleSignalverarbeitungund Systemtheorie| Signaleund SystemeςTeil1 | SpektraldarstellungendeterminierterSignaleςTeil1 Seite15

Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 3

Beispiel zum DƛōōǎΨǎŎƘŜƴPhänomen:  

Approximation einer
periodischen Rechteck-
schwingungmit 
6 Exponentialfunktionen.

Approximation einer
periodischen Rechteck-
schwingungmit 
20 Exponentialfunktionen.

Approximation einer
periodischen Rechteck-
schwingungmit 
40 Exponentialfunktionen.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 4

Nachtrag ςTeil 1:  

ÇHerleitungdes folgenden Zusammenhangs:

ÇHierzu wird zunächst das Betragsquadrat umgeschrieben:

ÇDurch Ausmultiplizieren der beiden Terme in Klammern ergibt sich:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 5

Nachtrag ςTeil 2:  

ÇSetzt man die Ergebnisse der letzten Folie ein, so ergibt sich:

ÇZusammen ergibt dies:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Verständnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

ÇWarum kann es sinnvoll sein, ein periodisches Signal in einzelne Exponentialschwingungen zu zerlegen?

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ

ÇWie muss ein Signal beschaffen sein, damit das DƛōōΨǎŎƘŜPhänomen möglichst nicht auftritt?

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ

ÇWelche Besonderheit weisen periodische Signale im Spektrum auf?

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦΦ

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦΦΦΦΦ
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklärung ςTeil 1

Diskrete Fourier-Transformation:

ÇAnalog zur Fourier-Reihe für kontinuierliche Signale ist die Diskrete Fourier-Transformation als Fourier-Reihe für 
periodische (bzw. endlich lange) diskrete Signale definiert:

mit den Koeffizienten Inverse Diskrete Fourier-Transformation (inverse DFT, IDFT)

Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Anmerkungen ςTeil 1:

ÇDas Intervall                                         kann auch anders gewählt werden. Wichtig ist, dass über eine volle Signalperiode 
summiert wird:
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklärung ςTeil 2

Anmerkungen ςTeil 2:

ÇDie inverse Diskrete Fourier-Transformation führt auf diskrete Signale mit einer Periode     :

Das heißt: auch diese Darstellung ist geeignet für     ςperiodische (diskrete) Signale. Wie im kontinuierlichen Pendant 
kann man die Darstellung allerdings auch für Signale mit einer endlichen Länge      verwenden (hierbei ergänzt man das 
{ƛƎƴŀƭ αǾƛǊǘǳŜƭƭά ǎƻΣ Řŀǎǎ Ŝǎ ǇŜǊƛƻŘƛǎŎƘ ǿƛǊŘύΦ

Eigenschaften der inversen Diskreten Fourier-Transformation:

ÇDer Summenausdruck (inverse DFT) ist grundsätzlich      ςperiodisch (siehe oben). 

ÇEs gibt endlich viele (nämlich      ) Spektralkomponentenbei den

ÇFrequenzen                                 , d.h. bei 

ÇVielfachen der Grundfrequenz  .

ÇEs entstehen einzelne, diskrete Frequenzkomponenten: dies wird Linienspektrumgenannt.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklärung ςTeil 3

Eigenschaften des Spektrums:

ÇDas Einsetzen von                           in die Definitionsgleichung der Diskreten Fourier-Transformation ergibt:

ÇDas Spektrum              ist grundsätzlich     ςperiodisch, aber man kann es äquivalent auch als endlich breit mit der 
Breite      auffassen:

ÇFrequenzbereichs-Breite:

mit periodischer Wiederholung unterhalb von                           und oberhalb von                            .

ÇDie Herleitung von              gemäß der Definition der Diskreten Fourier-Transformation kann analog zur Fourier-Reihe als 
Approximationsaufgabe angesehen (bzw. durchgeführt) werden.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, tŀǊǎŜǾŀƭΨǎŎƘŜGleichung ςTeil 1

Fehlerbetrachtung ςTeil 1:

ÇDefinition einer endlichen trigonometrischen Reihe:

ÇHiermit kann eine Folge            der Periodendauer      (oder der Länge      ) durch eine trigonometrische Reihe 

approximiert werden. Hierbei wird ςähnlich wie im Kontinuierlichen ςfolgende Funktion minimiert:

ÇDie Lösung dieses Approximationsproblems geschieht ähnlich wie im vorherigen Abschnitt durch Verwendung von

und führt auf die (zuvor schon genannte) Lösung:


