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FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation
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FourierReihe: Definition und Begriffsklarugdieil 1

Definition:

¢ EineFourierReiheist folgendermaliemlefiniert:
v(t) = Z Cp eIHTL
HU=—00C
SN——
\Anteile der Formel«t
\ Gewichte (komplexe Amplituden)

Summe (lineare Uberlagerung)

Anmerkungenc Teil 1:
¢ DasEinsetzervont — ¢t + AT in die oben genannte Definition ergibt:

oo 0.]
H=—00 H=—00
o oo
— 2 C”eJMTteleQW)\ — § CHBJHTt
;V_J
H=—00 =1 pH=—00

= v(t).

1 :
-’M DigitaleSignalverarbeitungnd Systemtheorid¢ Signaleaund Systemeg Teill | SpektraldarstellungedeterminierterSignaleg Teil1 Seite5



FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

FourierReihe: Definition und Begriffsklarungreil 2

Anmerkungeng Teil 2:
¢ Aus der Periodizitatsbeziehung ergibt sich,

¢ dass die Darstellung Z Cp T geeignet 7't fieriodische Signale.

H=—00

¢ Allerdings kann diese Darstellung auch fir Signale mit endlicher ITinge  verwendet werden.

9AY SYRfAOK I y3aSa ({-pedbyischi wietdrhglyverdeh.\Dand &afv(t)y | distidie ®.g.
FourierReihe tberalk und damit insbesondere auch in einer Periode, die gerade die Gesamtlange des Signals
darstellt ¢ beschrieben werden.
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FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

FourierReihe: Definition und Begriffsklaruggreil 3

Eigenschaften von FouridReihen:

¢ Der Summenausdru: Z Cu T ist grundsT zlmkriodisch
H=—00
¢ Es gibtoo viele (aberabzahlbarg Spektralanteile bei den
¢ Frequenzerw = w, = /J;Q% , d.h. bei

¢ Vielfachen(Harmonischen, Oberwellen)

: 1
¢ der Grundfrequenzw; = 2% = 2rf1 mit fi = - , d.h.
C einzelneabzahlbargdiskrete) Frequenzkomponenten.

C Man spricht dabei von einelninienspektrum
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FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation
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FourierReihe: Berechnung der Koeffizienteiieil 1

Gesucht:

¢ Es mussen nun noch die Koeffiziene;n  , d.h. geeignete Gewichte, bestimmt werden.
¢ Diese Gewichtskoeffizienten kbnnen durch folgenden Ansatz berechnet werden:

¢ Definition eines Approximationsproblems,
¢ Definition eines geeigneten Optimierungskriteriums flr das Approximationsproblem,
¢ LOsung des Problems.

Definition des Approximationsproblems:

¢ Gegeben sei folgendmndlichetrigonometrische Reihe:
k

5ASasS az2ft twt)RAS Cdzy 1 GuAz2y aYl 3t AOK&(G 3Idzid | LILINREA
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FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation
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FourierReihe: Berechnung der Koeffizienteieil 2

Definition einer Optimierungsfunktion fur das Approximationsproblem:

¢ Fur die Approximation soll folgende Kostenfunktion minimiert werden:

to+T
€, = / |gk(t)—v(t)|2dt ——— Imin.
Ciu=Cp,opt
t=io

Hierbei wird Gber eine Signalperiode mit beliebigem Startwert integriert.

LOsen des ApproximationsproblengsTeil 1:

¢ Minimierung bezuglich der freien Variablz

86k
dc,

— 0, firve{—k, ..,—1,0,1, .., k}.

X HY b ™M Df SAOKdzy3aSy 1T dzNJ . SAGAYYdzyd RSNI HY b M Y2
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FourierRelhe und Diskrete Fouridransformation
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FourierReihe: Berechnung der Koeffizienteieil 3

Wichtiger Zusammenhang, der demnachst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 1):

C Integral Uber eine Periode einer harmonischen Schwingung:
to+T

1 3 27
= / NICEIDE ey
to

Hierbei sollte unterschieden werden, ob das Argument der Exponentialfunktion Null ist oder nicht:
CcFRalll(u=v ):

1 to+T ] to+T ]
T / ej(y_ﬂ)%ntdt = ? f ejozl%t dt = ? T = 1, fUI' u = r.
to to =

cFall2u+#£v ):

Die Exponentialfunktion kann in Reahd Imaginéarteil aufgeteilt werden:

eV TIFL = cog ((u — u)z%t) + j sin ((u — p)z%t).
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FourierReihe: Berechnung der Koeffizienteieil4

Wichtiger Zusammenhang, der demnachst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 2):

¢ Das Integral tiber eine (oder mehrere) Periode(n) einer harmonischen Schwingung ist Null:

to+T

2 A

/cos (I{?t)dt k=1
tg

to+T

/ i ( %t)dt ¢ to+T .
= sin | kK — ;

T \/ ! VW

to

=0 Vk#0.

¢ Zusammengefasst mit den vorherigen Uberlegungen gilt daher

to+T .
l / ej(u—u)g%tdt _ L fir p=v,
T 0, sonst.

to
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FourierReihe: Berechnung der Koeffizienteieil5

LOsen des ApproximationsproblengsTeil 2:
¢ Minimierung bezuglich der freien Variable;)

86k
dc,

=0, firve{—k .., —1,0,1, .., k}.

X [l &dzy3 FNNINBSttS {AIy+fS Iy RSNI¢CIFFSE dood

Allgemeine Losundir komplexwertige Signale (&hnliche Rechnung):

to+T

Cy = / u(t) e T dt,

t=to FourierReihenKoeffizienten
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FourierReihe: Fehlerbetrachtung, Bess#igleichung und I NA S @GIdichiagOTeib1

Fehlerbetrachtung:

¢ Mit der zuvor bestimmten Wahl fur die Koeffiziente,y  wird die endliche Reilpedigyahl vork eine im
quadratischen Sinne optimale Approximation des Sigu(t)s

¢ Der verbleibende quadratische Fehler bestimmt sich dabei gemal:

] to+T k 2
_ . jpust
& = 7 / v(t) Z c €T dt.
t=tg p=—k

¢ Wie wir in Klrze sehen werden, kann man diese Form wie folgt vereinfachen:
to+T

k
1 2 2
o= 7 / o) Pdt— 3 el
t=to p=—k
— o
¢ Da der minimale quadratische Fehler stets grof3er oder gleich Null sein ¢, > 0( ), folgt daraus
| to+T k
_ 2 2
Pv = 7 / v(t)|["dt > Z lcul™
t=to p=—k

T—aty y8yyvi RAYE M KadzySHeEdS f
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FourierReihe: Fehlerbetrachtung, Bess#igleichung und I NA S JGldichiag) iR

Anmerkungen:
¢ Durch Hinzunehmen weiterer Reihenglieder (d.h. durch VergrofRerk von ) kann derei-ehler  nicht zunehmen!

¢ Man kann zeigen, dass gilt:

lim ¢, = 0.
k—oo

Daraus folgt dann:

o0

lim gx(t) = Z c”ej“g%t = o(t).

k—o0
p=—00

C5AS8a4S aY2YOSNBASYKE RINI G2 dz8X SNIRAYy 3Ia ydzNJ aFl &£ 50oNO SN £ £ a @
gilt dies nicht. Hier verbleiben Fehler (auchk — ) in einzelnen Punkten. Dieser Eff€kiheilt &4 PhEm& A

C Firn — oo wird aus der Bedsegjleichung di¢ | NB S JGléichungdés BourierReihe:

] to+T 0
o= [ OFd = 3 el
t=tg p==0o0
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FourierReihe: Fehlerbetrachtung, Bess#igleichung und I NB S OGIdicHiaOFiB

Beispiel zunD A 0 0 4 PEaAMK&Y

A QS(t) A |C,u|
. . . A A A A AN
Approximation einer VV\ VV\
periodischen Rechteek to+2T 1l |
schwin i > 1 g
gungmit to
6 Exponentialfunktionen. \
AN AN
VvV VvV
Agl()(t A |Cu‘

Approximation einer '“' "] r' "' | |

perlomschen Rechteek to+2T veosstt]] [T199000ee u
schwingungmit to 0

20 Exponentialfunktionen.

A gQO(t A
Approximation einer

periodischen Rechteek to+27T R 1
schwingungmit to B} 0 .
40 Exponentialfunktionen.
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FourierReihe: Fehlerbetrachtung, Bess#iigleichung und I NBA S @GIdicHiagOTeik!

Nachtragg Teil 1:

¢ Herleitungdes folgenden Zusammenhangs:
to+T k to+T

k
1 2 1
€ = % / v(t) — Z ceHT! dt = 7 f |fv(t)‘2dt— Z |Cu|2-

t=tq p==k t=tq p==k
¢ Hierzu wird zuné&chst das Betragsquadrat umgeschrieben:

] to4 T k k .
T / v(t) — Z Cp 67“2” dt = — / [ c‘l e””zﬂt} [v(t) — Z cu 6-7‘“2”] dt.
t—t, p=—=K u=—=k p=—=K
¢ Durch Ausmultiplizieren der beiden Terme in Klammern ergibt sich:
Cp
| to+T 5 . to+T i rl to+T A
zzﬁf _ 2 * —'1,2T—’_‘t
T / Z cp €l = 7 / v(t)| dt — Z CHT/’U(I?)(? TR
t=tg p=—k t=to p=—k t=ty
k ! to+T to+T
_ Z cy T/ eJ.LL gt Z z C,ucu_/ej w) %t g
n=—=F L=t p=—kuv=—k t=t,

p -~

1 .
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FourierReihe: Fehlerbetrachtung, Bess#igleichung und I NB S @GIdicHiaO TS

Nachtragg Teil 2:

¢ Setzt man die Ergebnisse der letzten

Folie ein, so ergibt sich:

to+T ,ﬁ 2 to+T k
1 2x
Sl TORD SR S /| it =Y e,
t=tg p=—k p=—k
to+T
— Z CFLC + Z Z C,u, _/GJ(IJ ?/)Ttdt
pu=—Fk p=—kv=—~Fk t—t,
_{ 1, fallbu—y,
o ] 0, sonst.
¢ Zusammen ergibt dies:
. to+T ke o to+T
L BUORS SRRl R TUICID SES D o S0 o
t=tg p== t to p=—k p=—k p=—k
1 to+T k
= = / o) *dt — 3 eu]”.
t=to p=—k

1
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:
¢ Warum kann es sinnvoll sein, ein periodisches Signal in einzelne Exponentialschwingungen zu zerlegen?

XXXXXXAXXXXXXAXAXAXXAXXXXAXXAXAXXXXXXAXXAXXAXAXXXXAXXAXXXXXXXXXXX
XXXXXXAXAXXXXXXAXAXAXXAXXXXAXXAXAXXXXXXAXXAXXAXAXXXXAXXAXXXXXXXXXXX

¢ Wie muss ein Signal beschaffen sein, damit@aso 6 PRa0KNEN moglichst nicht auftritt?

XXXXXXKXXXXXAXXXXKXXXXXAXXXAXXAXXXAXXXXXAXXXXXAXXXXXAXXXXXXXXX
XXXXXXAXXXXXAXXXXAXXXXXAXXXXAXXXXXXXXXXXXXXAXXXXXXXXXXXXXX

¢ Welche Besonderheit weisen periodische Signale im Spektrum auf?

XXXXXXXXAXXXAXXAXXXXXXXXAXXXXXXXXXXAXXXXXAXXXXXXXXXXXXXXX XX
XXXXXXKXXXXXKXXXXXKXXXXXAXXXAXXXXXKXXXXXAXXXAXAXAXXXAXXXXXXXXXXX

1 .
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Diskrete Fourieifransformation: Definition und Begriffsklaruggdeil 1

Diskrete FouriefTransformation:

¢ Analog zur FourieReihe fiir kontinuierliche Signale ist die Diskrete FouFransformation als FouridReihe flr
periodische (bzw. endlich lange) diskrete Signale definiert:

M—1
1 i 27,
v(n) = Vi #Z:O Var(p) emi_f”’, firn € {0, 1, ..., M — 1}
=~
mit den Koeffizienten Inverse Diskrete Fouriefransformation (inverse DFT, IDFT)
M—1
27
Vir(p) = > w(n)e %", fiir pe {0, 1, .., M —1}.
n=0 .
Diskrete FouriefTransformation (DFT)
Anmerkungeng Teil 1:
¢ Das Intervaln € {0, 1, ..., M — 1} kann auch anders gewahlt werden. Wichtig ist, dass Uber eiradpeni&ign

summiert wird:
n e {ng, no+1, ..., ng+ M — 1}.

1 .
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Diskrete Fourieifransformation: Definition und Begriffsklarugdeil 2

Anmerkungencg Teil 2:

¢ Die inverse Diskrete Fourt@iransformation fihrt auf diskrete Signale mit einer PeriiM e
1 M—1 1 M—1
. 2T (n4AM) .+ indEn ju2wd _
vin+ AM) = i Z Var (o) €215 ¢ ) = A Z Vi (p) e?tar™ eIt = v(n).
w=0 p=0 =1

Das heildt: auch diese Darstellung ist geeigne yjiperiodische (diskrete) Signale. Wie im kontinuierlichen Pendant

kann man die Darstellung allerdings auch fur Signale mit einer endlichen Minge  verwenden (hierbei erganzt man das
{ATYylf a@BANIdzSttad a2> RIFaa Sa LISNA2RAAOK GANROO®

Eigenschaften der inversen Diskreten Foufl@ansformation:

¢ Der Summenausdruck (inverse DFT) ist grundsé Migheriodisch(siehe oben).

¢ Es gibendlich viele(namlichA Yppektralkomponenterbei den

2 )
¢ FrequenzenQ := Q, = MMW ., d.h. bei
2

¢ Vielfachen delGrundfrequenz Q; = e

¢ Es entstehen einzelne, diskrete Frequenzkomponenten: dieslwirehspektrumgenannt.

1 .
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Diskrete Fourieffransformation: Definition und Begriffsklarugdeil 3

Eigenschaften des Spektrums:

¢ Das Einsetzen vou =+ AM in die Definitionsgleichung der Diskretefil FeEmgfermation ergibt:
M-—1 M-—1 _
Vi(p+AM) = Z;) v(n) e /DI = Z% v(n) eI T2 = Vi (p).
n= n—= =1

¢ Das SpektrurVy, () ist grundsat.Mgperiodisch, aber man kann es aquivalent auch als endlich breit mit der
Breite M auffassen:

¢ FrequenzbereichBreite:

21 21
pe{ot . m-1} — 9, e o, . -}
mit periodischer Wiederholung unterhalb vc < Q5 = 0 und oberha®? > Qp_ 1 = 27 — 27/M .

¢ Die Herleitung vo V(1)  gemaR der Definition der Diskreten Fouaiesformation kann analog zur FouriReihe als
Approximationsaufgabe angesehen (bzw. durchgeftihrt) werden.
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Diskrete Fourieffransformation: Fehlerbetrachtung, Bestkigleichungt I NB& S @GIdiciaO iR

Fehlerbetrachtungg Teil 1:
¢ Definition einerendlichen trigonometrischen Reihe

k—1
]. s 2T
gr(n) = Vi E Vi (p) e?#a™ mit k < M.
pu=0

¢ Hiermit kann eine Folggy(n) der PeriodendMier  (oder der Minge ) durch eine trigonometrische Reihe
approximiertwerden. Hierbei wird; ahnlich wie im KontinuierlichegfolgendeFunktion minimiert

¢ DielLdsung dieses Approximationsproblergeschieht ahnlich wie im vorherigen Abschnitt durch Verwendung von

und fuhrt auf die (zuvor schon genannte) Losung:
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